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Modelo esféricamente simétrico de la sefial fotoacustica en el dominio temporal producida

por objetos micrométricos: el caso de células de melanoma in vitro
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Una solucion analitica de la presion fotoacustica generada por objetos esféricamente simétricos fue obtenida suponiendo
que la densidad de energia por unidad de tiempo absorbida decaia de acuerdo a la Ley de Lambert-Beer. La solucion se
expreso en términos de la formula de Kirchhoff. Suponiendo que el mecanismo dominante en tejidos biologicos es el de
expansion termoleléstica y, que las células de melanoma poseen una simetria esférica, se utilizé la expresion analitica
encontrada para estudiar el comportamiento de la presion fotoactistica generada por células de melanoma in vitro en el
régimen diluido. La sefal fotoacustica de una, dos y una monocapa de células fueron estudiados. Finalmente se
compararon los resultados analiticos con resultados experimentales previamente obtenidos [1, 2], encontrando que existe
una buena concordancia cualitativa entre teoria y experimento.
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An analytical solution for the photoacoustic pressure generated by spherically symmetric objects was obtained by
considering decay in the absorbed energy density by unit of time in accordance with Lambert — Beer law. Then the
solution was expressed in terms of the Kirchhoff equation. Using the resulting equation, and considering that in biological
tissues the dominant mechanism is the thermo elastics expansion, we analyze the expected behavior of the photoacoustic
pressure generated by melanoma cell in vitro. We compare the photoacoustic signal generated by one, two and a cell
monolayer. Finally, we evaluated our analytical results with the experimental obtained previously [1, 2], showing a good
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qualitative concordance between theory and experiment.

Keywords: photoacoustic, cancer cells, identification, numerical solution, single cell, monolayer.

1. Introducciéon

La técnica fotoactstica (PA) tiene como fundamento
fisico al efecto PA. Este se refiere a la generaciéon de una
onda aclstica debido a la absorcion de fotones. La
generacion de una sefial PA es el resultado de los efectos
causados por el incremento de temperatura, que se siguen
después de iluminar un objeto. En el dominio temporal se
han reportado al menos seis mecanismos de generacion del
efecto PA, [3]. Dependiendo de las caracteristicas de
absorcion Optica de las muestras y de la potencia del laser,
la onda PA es generada por medio de uno, o una
combinacion de estos mecanismos.

Cuando un haz de luz pulsado, irradia un medio
absorbente, se produce un aumento de temperatura en la
region iluminada, el cual es generado por decaimientos no
radiativos. Este incremento de temperatura se relaja, desde
la zona iluminada hacia los alrededores, ya sea por medio
de una expansion termoelastica o por difusion de
temperatura. La expansion termoeldstica en la zona
iluminada origina una presion que se propagara desde ésta
zona a través del medio, [3]. Para que el mecanismo de
expansion termoelastica sea el dominante respecto a la
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difusion de temperatura, deben cumplir dos
requerimientos, a saber:

Que la duracion del pulso laser sea menor al tiempo de
difusion térmica. Al cumplirse este requerimiento, la
temperatura viajard una distancia menor a la distancia
caracteristica de difusion, asegurando que la onda actstica
generada proviene de la region irradiada. Suponiendo un

objeto Opticamente absorbente de tamafo caracteristico a,

S¢€

el tiempo de difusion térmica estara dado por ¢, =a” /4D,
donde D
D=1.44x10"" m?/s). Como la escala de los objetos que se

desean detectar son del orden de mm, esto da un tiempo de
relajacion del orden de ps. Cuando el tiempo del pulso
laser es menor que el tiempo de difusidn, se dice que el
sistema esta en el régimen de confinamiento térmico.

El segundo requerimiento necesario es que la duracion del
pulso laser sea menor al tiempo en que la expansion viaja a
través de la region iluminada. De esta manera cuando el
siguiente pulso incida sobre el objeto absorbente, éste ya
habra regresado a su estado de equilibrio. Este tiempo de
relajacion esta dado por ¢, =a/c, donde C es la velocidad

es la difusividad térmica (para el agua

del sonido en el medio. Suponiendo el caso de
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Figura 1. Geometria esférica de la célula.
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Figura 2. Representacion esquematica de la celda PA utilizada para
detectar células de melanoma in vitro [2].
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Figura 3. Comparacion entre las sefiales PAS generada por una célula.
La linea negra corresponde al caso en el que la célula esta sobre el eje
de la celda PA, mientras que la linea roja es cuando se localiza a 0.485
pum del eje en el mismo plano.
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un objeto Opticamente absorbente inmerso en agua
(¢~1.5mm /ps), con dimensiones caracteristicas del orden
de mm, el tiempo de relajacion sera del orden de [S. En
este caso se estaria en el régimen de confinamiento de
expansion (estrés).

En las ultimas décadas, el uso de laseres con periodos de
iluminacion del orden de nanosegundos o menores, para
generar el efecto PA ha sido una practica comun, por lo que

los  requerimientos  antes  mencionados  quedan
garantizados.
En liquidos no viscosos solo existen ondas

longitudinales, por lo que se pueden modelar como fluidos
ideales [4]. Se ha demostrado experimentalmente que la
densidad de energia por unidad de tiempo, H(% 1), que
genera el efecto PA en tejido suave , produce ondas
longitudinales y transversales, sin embargo, las velocidades
de propagacion de las primeras son tres ordenes de
magnitud mayores que las transversales, [3,6], por lo que
se le puede modelar como un fluido ideal. Ademas, dado
que se esta en el régimen de confinamiento térmico, la
conduccion de calor se puede despreciar, matematicamente
esta aproximacion se expresa por:

V- (&VT)=0. 1)

Donde K es la conductividad térmica del fluidoy Vv es
el operador nabla. También se supone que las variaciones
de presion y densidad son pequefias respecto a los valores
ambientales, y que la velocidad de las particulas
perturbadas en el tejido son mucho menores que la
velocidad del sonido. Esta suposicion lleva a que tanto el
momento y masa sean lineales, por lo que las ecuaciones de
conservacion de masa, momento y energia pueden ser
utilizadas como punto de partida, las cuales estan dadas por
[7, 8];

P__ 5.
o =PV (2)
ov
o 2 )= 3
pOTO[%J =V.-(&VT)+H, 4)

respectivamente. Donde p, v, p, T, y S son la densidad

de masa, el vector velocidad de las particulas, la presion, la
temperatura, y la entropia por unidad de masa,
respectivamente. Las fluctuaciones son debidas a la onda
acustica, y el subindice o indica las magnitudes

ambientales.  Generalmente el incremento de 7' va
acompaiiado por cambios localesen p y p, de acuerdo a

la relacidon termodinamica, [6];
p=po(Krp—pT) (5)

donde K7 esla compresibilidad isotérmica,y g es el
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Figura 4. Amplitud PA producida por dos células en dos
configuraciones diferentes. También se muestra la curva obtenida para
una célula en el centro del eje de la celda PA.

coeficiente volumétrico de expansion térmica.

Combinando las Ecs. (2)-(5) se obtiene un conjunto de
ecuaciones en derivadas parciales acopladas para la
temperatura y presion, a saber.

2
kp P _ g0l .[va] (©6)
o’ o P
or op
= BTy—=V-(xkVT)+H 7
Cpp() ot B 0 ot (x )+H, ( )
donde C, es la capacidad calorifica especifica. ~Para

obtener las Ecs. (6) y (7) se ha supuesto que C,, 8.y Kz

son independientes del tiempo.
Tomando en cuenta la Ec. (1), se llega a que la ecuacion
de onda PA para un medio homogéneo esta dada por;

®)

2
0 242 OH(F, t)
——c5V 7oty =I—7"-,
[6[2 N ]p( ) 6t

Donde T'=c2p/C »» €s la constante adimensional de
Griineisen.

Tomando en cuenta la relacion entre la presion y el
potencial velocidad, @(7, t), [9],

op(r, 1)
= )

la ecuacion de onda inhomogénea se puede escribir como,

p(F, 1) =

(10)

2
O -2 o =-" e,
ot P

Al contrario de lo que ocurre en la fotoactstica en el
domino de frecuencias, la forma funcional de H(7 1), que
absorbe la muestra y que es la responsable de la generacion
del efecto PA en el dominio temporal, ha sido modelada de
diferentes maneras y para diferentes geometrias. Para el
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Centro del
arreglo

Detector

Figura 5. (a) Arreglo hexagonal de las células, el circulo negro,
muestra el centro. (b) Seccion triangular del arreglo. (¢) Diagrama que
muestra las distancias desde el centro de la y el detector a cada célula.
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caso de geometrias esférica y cilindrica, la absorcion
puntual tipo Lambert-Beer ha sido utilizada en muestras
del orden de micréometros [10, 11]. Con esta densidad de
energia la solucion a la ecuacion de onda PA solo se puede
obtener de manera numérica.

En este trabajo, desde el punto de vista dptico, se supuso
que las células conformaban un sistema de objetos
absorbentes inmersos en un medio no absorbente,
simulando a la densidad de energia por unidad de tiempo,
absorbida por las células, mediante un modelo efectivo tipo
Lambert-Beer, para objetos simétricamente esféricos. Los
pulsos cortos se modelaron suponiendo que la perturbacion
tiene una duracion infinitesimal dada por una funcion delta
de Dirac en el tiempo. Desde el punto de vista mecanico,
se supuso que el efecto PA generado en las células era a
través del mecanismo de expansion termoelastica, por lo
que la presion PA generada se gobierna por la Ec. (8). La
solucion para esta ecuacion se obtuvo utilizando el

principio de Duhammel [7, 9, 12- 14] en la Ec. (10), el
cual consiste en pasar la ecuacion de onda inhomogénea a
una ecuacion de onda homogénea con valores iniciales
dados por el término de inhomogeneidad espacial. La
solucion se representd en términos de la integral de
Kirchhoff la cual, con las aproximaciones propuestas y la
Ec. (9), permitid6 obtener una expresion analitica de la
presion PA. Finalmente, se realizO una comparacion
cualitativa de los resultados obtenidos tedricamente con los
resultados experimentales reportados para la deteccion de
células de melanoma in vitro [2].

2. Estudio Teoérico
2.1. Densidad de Energia por Unidad de Tiempo

El melanoma es el nombre genérico de los tumores
melénicos o pigmentados, los cuales estan constituidos por
células con altas concentraciones de melanina [15]. Esta
caracteristica particular de las células de melanoma permite
que sea posible detectarlas directamente por microscopia
de transmision. Debido a la alta concentracion de
cromoforos de los que se componen las células, podemos
suponer que en cualquier elemento diferencial de area, a lo
largo del rayo de luz que la atraviesa, contiene el mismo
nimero de centros absorbentes y, como una primera
aproximacion, se puede aplicar la ley de Lambert-Beer.

Por otra parte, la forma de las células de melanoma es
muy variada, sin embargo debido a que su tamafio es del
orden de unos cuantos micrometros y a que las
dimensiones de los detectores PA son al menos 10 veces
mayores, una buena aproximacion en la solucién del
problema directo, es considerarlas como fuentes de ondas
PA esféricas bien localizadas.

Supodngase que se tiene un sistema de 7 células, cada
una con el mismo coeficiente de absorcion «, , suspendidas

en un medio Opticamente no absorbente con coeficiente de
absorcion a; , (a s <<ay ). Tanto las células como el medio

se suponen homogéneos, isotropicos y lineales. Dado que
las dimensiones espaciales de las células son del orden de
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20 um , se puede suponer que tienen forma esférica de radio
R centrada en el punto 7', y suponiendo que la luz incide
sobre ellas en la direccion z .

La forma funcional de H(7 ¢) se obtuvo primero para una
célula, con la ayuda de la Figura 1, donde se le representa

esquematicamente en la posicion 7',y luego se generalizo
an. Se Q(r) la fluencia (energia por unidad de area) que

emite el laser pulsado, entonces la energia que incide sobre
un elemento diferencial de 4area de la célula, da, en la

posicion 7, estd dada por

(11)

dE () = Q(7p )da.

Donde R, 6y y ¢ son el radio de la célula y las
coordenadas angulares de 7, respectivamente. Se supone
que la energia que emerge de la célula en el punto 7, estd
determinada por la ley de Lambert-Beer, [10],
dEr (A - 7o]) = ) expl—czg |7 - p|la (12)
Con ayuda de la Figura 1 se puede demostrar que
|7 — 7| = 2Rcosf) = Dcos) , entonces la Ec. (12) vaa

dET(fy; D) = O(7p) exp(—aS Dcosé )da.

(13)
donde D es el diametro de la célula.
De las Ecs. (11) y (13) se ve que la energia que absorbe la

célula a lo largo del camino 6ptico de seccion transversal
da, esta dada por

dE 4(7y) = dEy —dE7 ()

(14)

=07 )[1 - exp(— agDcosf )]da.

Integrando la Ec. (14) sobre el hemisferio de la célula
donde incide la radiacion, se encuentra que la energia
absorbida por la muestra esta dada por

7227
E (Dsag) = I jQ(}’O )[1 —exp(—a,D cosgo)]da.
0 0

(15)

Nuevamente, dadas las dimensiones de las células, y
considerando que las de la celda PA son del orden de
milimetros, se pude suponer que la energia que absorbid la
célula, Ec. (15), esta concentrada en un punto. Se define la
densidad de energia puntual como
hF —F) = E4(D;a5)6(F —7') (16)
donde S(7-7") es la funcion delta de Dirac espacial. Al
multiplicar la Ec. (16) por la funcidén, f(s), que describe la
razén temporal de deposicion de energia, se obtiene la



Superficies y Vacio 25(2) 75-81, junio de 2012

densidad de energia puntual por unidad de tiempo. Si hay
n células localizadas en 7, , k =1, 2, -+, n, entonces la

densidad de energia de la configuracion de células esta
dada por

(17)

H(r) = E 4(D;ag) Y607 7).
k=1

Por tltimo, experimentalmente se puede lograr que el
perfil espacial del haz sea constante, en este caso
0(Ry) =0y , [8], con esta suposicion, la Ec. (15) vaa

=mD%0y /2.
2.2. Solucion a la Ecuacion de Onda Fotoacustica

1-exp(-ayD)
agD

(18)

EA(D;%)=EO[1—

con E

Un pulso corto se modela suponiendo que f(r)=45(). La
absorcion de toda la densidad de energia en un tiempo

infinitesimal alrededor def = 0, genera una presion inicial
definida en todo el espacio dada por

P(F,0)= po(F) =TH(F).
De la Ec. (9) se ve que

0p(7, t)

- =TH(F).

t=0

p(7,0)=—p———=

Las consideraciones anteriores son consistentes con las
condiciones iniciales impuestas por el principio de
Duhamel [8, 9, 13, 14]. Aplicandolo a la Ec. (10), se
obtiene el siguiente problema de valores iniciales

i —c2v? = 19
SV p(r =0, (19)
at
P(r,0)=0,
(20)
G|
ot /=0 P

Suponiendo que ¢(7,r) es lo suficientemente lisa, la

solucion a la Ec. (19) puede representarse por la formula
de Kirchhoff, [8, 10, 14];

2z
p(r.=3——| |
0

T
[eo(F+7', sen0'd0'd g
4z o 0

=
r'=cgt

@

227 Bo(r + 7, £)
+t | j{at

} send'd@'dg';.
00 1=0 Jp—c

Sustituyendo las condiciones iniciales, Ec. (20), en la Ec.
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(21) se tiene

27

De la Ec. (9), se obtiene la expresion para la presion
producida por un impulso de duracion J() , esta dada por

(22)

2rw
ps (7, )——— t| [H(@F+cgtr)sen0'd0'dg' |
4z Ot 00

3. Resultados

Dado que 7 es la posicion donde se realiza la medicion,
se elige a ésta como el origen. Sustituyendo la Ec. (17) en
la Ec. (22), se tiene

r o 2rmw
ps (0, r)_—— [ [E4- 25(5 7, )sen0'd6'dg' |,
00 i=1

Poniendo la funcién delta de Dirac en coordenadas

esféricas,

- T'E 4(D;
P, = EAES)
23
xﬁtzz_[,”fb(csw_?i)5(9'794)5(¢'7¢4)sen9'd9'd¢' @)
o i 00 e22send ' ' '

La presion generada por un pulso de duracion finita es
igual a la sefial de entrada (perfil temporal del pulso laser)
en convolucion con la respuesta al impulso, p 5(17, t).
Para un haz pulsado de perfil temporal Gaussiano de ancho
en 1/¢ iguala t,, la presion esta dada por [16]

o0

2
i,

2
T

Fot)= -|—= Fot—1)d

p(7.1) exp [tp/ZJ ps( rydz

Sustituyendo la Ec. (23) en la ecuacion anterior se tiene

2
po.n= TEAD) T [27]
S i N
E
6t{t ,Zi&[t r—cgﬂdr

Integrando por partes se encuentra que la presion
normalizada, generada por un pulso de duracion finita, es

[l .

donde pg =TE, /471'03.

p@©.1) _
Po

«.D p exp . , (24)

. 2
-4 s
1- exp(—aSD):|§: Cs e
i=1

2

Cs
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Figura 6. a) Presion PA generada por el arreglo hexagonal. b)
Comparacion entre las sefiales PA obtenidas de las diferentes
configuraciones de células estudiadas.

En la Figura 2 se muestra una representacion esquematica
de la celda PA previamente utilizada para detectar células
de melanoma in vitro, [2]; las condiciones experimentales
estan descritas en el mismo articulo, y son satisfechas por
el modelo aqui propuesto.

En las siguientes sub-secciones se supondrd que el
coeficiente de absorciéon de las células es de 200 cm™, su
didmetro de 15 pm y que la velocidad del sonido es 1.5
mm/us. En todos los casos se calculd la sefial PA
normalizada, obtenida a partir de la Ec. (24).

3.1. Seiial fotoacustica para una célula

En la Figura 3, se muestra la sefial PA en funcion del
tiempo para el caso de una célula en dos posiciones
diferentes. La primera posicion fue en el eje de la celda
PA, mientras que la segunda estuvo a 485 pum del eje,
ambas en el mismo plano z = 2 mm. La sefial PA de la
c¢lula mas alejada se desplaz6 con respecto a la de la otra,
debido a que la distancia entre la fuente PA y el sensor se
incremento, y por ello su amplitud decreci6. Como se
puede observar en ambas posiciones, el comportamiento de
las sefiales PA corresponden al de una muestra esférica [17,
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18], aun cuando se supuso una densidad de energia efectiva
localizada en un punto.

3.2. Serial PA para dos células

En la Figura 4, las amplitudes PA en funcién del tiempo,
producidas por dos células en dos configuraciones
diferentes, son mostradas. La linea continua negra
representa la amplitud PA de las dos células juntas en una
posicion en la que sus centros estaban a 7.5 pm del eje de
la celda PA, en z = 2 mm. La linea discontinua verde
corresponde a la sefial PA producida por una célula
colocada sobre el eje en el mismo plano que las dos células
anteriores. Como se puede observar la amplitud PA de una
sola célula es la mitad de la obtenida para dos células
juntas. Lo anterior se debe a la interferencia constructiva de
las sefiales independientes de las dos células. La linea
discontinua roja es la sefial PA producida por dos células,
una de ellas colocada con su centro sobre el eje de la celda
PA y la otra alejada 485 [1m, ambas en z =2 mm. En este
caso se puede observar que hubo interferencia destructiva
ya que la amplitud, si bien es mayor a la de una célula, es
menor a la de dos células juntas. Un aspecto que se debe
remarcar es el hecho de que la interferencia destructiva
origina un ensanchamiento del intervalo temporal que hay
entre el maximo y minimo de la sefial PA.

En la subseccion A, se demostré que la amplitud
de la sefial PA decae conforme la célula se aleja del sensor,
en esta subseccion se encontré que la sefial PA también
decae por la interferencia destructiva. El parametro que
determinara si la sefial PA se debe a una fuente alejada o a
la interferencia de dos o mas fuentes pequefias es el
ensanchamiento de la sefial PA resultante.

3.3. Monocapa de células

Para calcular la presion PA generada por una monocapa
de células, se supuso un arreglo hexagonal (figura 5.a) para
maximizar la cantidad de éstas en la zona de iluminacion.
Como se puede observar la esfera negra estd rodeada por
un anillo de 6; este anillo se encuentra rodeado por 12, el
siguiente sera conformado por 18, y asi sucesivamente. De
lo anterior se deduce que el i-ésimo anillo estara compuesto
de 6i esferas, y el nimero total de células del arreglo sera:

N
N, =1+6i,

i=1
donde N es el total de anillos que se pueden colocar dentro
de la zona irradiada.

En la Figuras 5.b y 5.c, se muestra la geometria utilizada
para calcular la distancia que hay entre cada una de las
células y el sensor. El arreglo se puede dividir en 6
triangulos equilateros de lados igual a (N-1) D y altura
dada por

5

a= 7(n -1)D, (25)
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donde 7 es el nimero de células que hay desde el centro del
arreglo hasta el anillo que se desea observar. De la Ec.
(25) y las Figuras 5 se obtiene que la distancia desde el
origen hasta la k-ésima células esta dada por,

ag =~3(n-1?% +4k? %

Si z es la posicion de todas las células que estan en la
monocapa, entonces la distancia desde el detector hasta la
k-ésima célula es

' =4 22 +a1%

Al sustituir la Ec. (27) en la Ec. (24), se obtiene la
presion PA que produce la k-ésima célula;

(26)

27

' N2
~ [t—rkJ -k
0,¢ 1- -ayD 4
PZ(G,I)E pk( > ):_ 1— exp( Ay ) , S exp Cs
Po asD "k tl
Cg 2
(28)

En la Figura 6.a, se muestra la presion PA generada por
un arreglo hexagonal de 3367 células. Comparando ésta
presion con la producida por una célula, Figura 3, se puede
observar que, debido a la interferencia que ocurre al sumar
las presiones PA de cada una de las células, la amplitud PA
solo se incrementd del orden de 300 veces, y no 3367. En
la Figura 6.b, se graficaron las presiones PA divididas por
su valor maximo para: una célula sobre el eje (linea verde),
dos células separadas (linea roja) y el arreglo hexagonal
(linea negra). Como se puede observar, el intervalo
temporal entre el maximo y minimo de la presion vario
debido a la interferencia, sin embargo se observa que hay
mas interferencia destructiva para las dos células que para
el arreglo, esto se debe a la distancia de separacion que hay
entre ellas. En el arreglo hexagonal las células se
simularon una junto a la otra, mientras que las otras dos
estuvieron 485 micrometros.

4. Conclusiones

Suponiendo una densidad de energia por unidad de
tiempo efectiva tipo Lambert-Beer para las células de
melanoma simétricamente esféricas, se obtuvo una
expresion analitica de la presion PA. Esta presion permitid
simular cinco configuraciones diferentes de células. De las
simulaciones realizadas se observd que cualitativamente las
curvas tienen la forma de las sefiales PA medidas para

81

©Sociedad Mexicana de Ciencia y Tecnologia de Superficies y Materiales

células previamente reportadas. Y aunque la forma no
cambia al incrementar la cantidad de absorbentes
iluminados, la amplitud si es afectada. Se comprobd, al
comparar las amplitudes PA obtenidas para cada
configuraciébn, que para bajas concentraciones la
interferencia destructiva afecta menos a la senal detectada,
en comparacion para arreglos con empaquetamiento
maximo. Lo mismo ocurre para el intervalo temporal entre
maximo y minimo de las sefiales PA.
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